Planche n° 14. Topologie des espaces vectoriels

normés. Corrigé

Exercice n° 1

Cas de la boule fermée. Soit B ={u € E/ |[u|| < 1}. Soient (x,y) € B? et A € [0, 1].
A%+ (1T =Nyl <Ax]+ (T =A)y[| <A+T=A=1.

Ainsi, V(x,y) € B%, VA € [0,1], Ax + (1 —A)y € B et donc B est convexe.

Cas de la boule ouverte. Soit B ={u € E/ |lu|| < 1}. Soient (x,y) € B? et A € [0, 1].
Puisque 0 <A < 1 et 0 < ||x|| < 1, on en déduit que Al|x| < 1. D’autre part, (1 —A)|ly|| < 1 (et méme < 1) et donc

1A%+ (1 =AMyl < Alx] + (T =Myl < T.

La boule unité fermée (resp. ouverte) de 'espace vectoriel normé (E, || ||) est un convexe de I’espace vectoriel E.

Exercice n° 2

T 1 1
1) Puisque p>0et q>0,1= ——l—a > o et donc p > 1. De méme, q > 1. D’autre part, q = ]DL

a) lére solution. L’inégalité est immédiate quand x = 0 ouy = 0. Soient x > 0 et y > 0. La fonction In est concave sur
10, +o0[. Donc,

1 1 xPyd
In(xy) ==In(xP)+ —In(y9) <In (— + —)
P q P q
puis par croissance de la fonction In sur ]0, +ool, xy < ? ?
2éme solution. L’inégahte ebt immeédiate quand y = 0. Soit y > 0 fixé.
q
Pour x > 0, on pose f(x) = — —|—y— —xy. Puisque p > 1, la fonction f est dérivable sur [0, +ool et Vx > 0, f/(x) = xP~ 1 —y.
f admet donc un minimum en xo =y'/P~1) égal a
(p—1) /(p=1)
fly/e-ny =¥ YT Ty =/ (e (l L1 1) _0
P q P q

Finalement, f est positive sur [0, +oo[ et donc

P q
Vx}O,Vy}O,xyg%—ky?.

n n
b) Posons A = Z lax|P et B = Z [by|9.
k=1 k=1
Si A (ou B) est nul, tous les ax (ou tous les by) sont nuls et I'inégalité est vraie.
On suppose dorénavant que A > 0 et B > 0. D’aprés la question a),

n

3 a5 \ak\v+\bk|q —Li‘a P S = Ay Lap= 1oy

k=1 Al/p Bl T =\ PA S PA =1 ‘ qB k=1 o pA qB Poa
mn n 1/]3 n 1/q n n

et donc Z laxllby] < A1/PBYVA = (Z akp> <Z bk|q> . Comme Z axby| < Z |ax||/bx|, on a montré que
o =1 =1 k=1 k=1

n n /P / n 1/4
¥ (@) 1<k<n, (Br)1<ken) € (RM2, ) Jaxby] < <Z |akv> (Z ka> (Inégalité de HOLDER).
k=1 k=1 k=1
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1 1
Remarque. Quand p = q =2, on a bien 1—) + a =1 et I'inégalité de HOLDER s’écrit
n

n n 1/2 1/2
Z laxby] < <Z ak2> <Z bk|2> (inégalité de CAUCHY-SCHWARZ).
k=1 k=1

k=1

c) Soit ((ak)1<k<n, (bx)i<ken) € (R™)%. D’aprés l'inégalité de HOLDER, on a

n n n
> (a +1bul)? = > lal(lawl +[6x)P~" + > [bil(lar] + [br)P
k=1

k=1 k=1

n 1/p n 1/4q n 1/p n 1/4q

< <Z |ak|P> <Z(|ak + mﬂp”q) + <Z |ka> (Z (Jax| + [bi) P~ ”Q>
k=1 k=1 k=1 k=1

_ (Z |) + (Z ka> (Z ] + ) ) .

k=1 k=1 k=1
n
\akI + [b|)P =0, tous les ay et les by sont nuls et I'inégalité est claire.
g

Sinon Z(\akl + [bx])? > 0 et aprés multiplication des deux membres de 'inégalité précédente par le réel strictement

k=1
n —1+3 n 1/p n 1/p n /v
positif (Z lax| + [bxl) ) , on obtient (Z lay + bkp> < (Z |ak|p> + (Z Ibkp>
k=1 k=1 k=1 k=1

n 1/p n 1/p n 1/p
V((ak)1<k<n, (br)i<k<n) € (R™)?, (Z lax + bkv> < (Z |ak|v> + (Z |ka> (Inégalité de MINKOWSKI).
k=1 k=1

k=1

2) a) On sait déja que Ny est une norme sur R™. Soit o« > 1.

(1) N4 est bien une application de R™ dans R .
(2) Soit x = (xk)1gkgn € R™ Ng(x) =0=Vk € [1,n], x| =0=x=0.

1/x
(3) Soient A € R et x = (xx)1<k<n € R™ Ny (Z 7\xk"‘> = (A" Nu(x) = AN (%).

(4) L’inégalité triangulaire est I'inégalité de MINKOWSKI.

Va € R™, Ny est une norme sur R™. I

b) Quelques « boules unités » dans R?.
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Remarque. Toute boule unité est symétrique par rapport a O puisque Vx € E, N(x) = N(—x) et donc
¥x € B, N(x) <1 N(—x) < 1.

c) Soient x >0 et x € E. On a
Noo(x) < Ng(x) < nl/*Ngo(x),

et le théoréme des gendarmes fournit liIE N (x) = Noo(x).
xX—-+00

Vx € E, lim Ng(x) = Ngo(x).
x—+00

d) Soient o €]0,1[ puis B ={x € R™/ N4(x) < 1}. Les vecteurs x = (1,0,0,...,0) et y = (0,1,0,...,0) sont des éléments
1

de B. Le milieu du segment [x,y] est z= =(1,1,0,...,0).

2
1 y " 1
Nalz) = 3 (1% + 1) 1/% =251 > T car ——1>0

et donc z ¢ B. Ainsi, B n’est pas convexe et donc N, n’est pas une norme d’apreés ’exercice n° 1.
On peut remarquer que pour n = 1, les N coincident toutes avec la valeur absolue.

Exercice n° 3

e Il est connu que N est une norme sur E.

e Montrons que N’ est une norme sur E.

(1) N’ est une application de E dans R* car pour f dans E, f’ est continue sur le segment [0, 1] et donc f’ est intégrable
sur le segment [0, 1].

(2) Soit f € E. Si N’(f) =0 alors f(0) =0 et ' =0 (fonction continue positive d’intégrale nulle). Par suite, f est un
polynome de degré inférieur ou égal a 0 tel que f(0) = 0 et on en déduit que f = 0.

1 1
(3) Vf € E, VA € R, N’(Af) = |Af(0)] + Jo Af/(t)] dt = [A] (If(O)I + L [f'(t)] dt) = [AIN(f).

(4) Soit (f,g) € E2.

1 1

I#/(1) dt+J g’ ()]dt = N'(f) + N'(g).

N/(f + g) < If(0)] + Ig(0)] +j 0

0
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Donc N’ est une norme sur E.

e Montrons que N” est une norme sur E. On note que Vf € E, N”(f) = [f(0)| + N/(f’) et tout est immeédiat.

N, N’ et N sont des normes sur E.

e Soit T € E et t € [0, 1]. Puisque la fonction ' est continue sur [0, 1]
1

f'(u) du’ < If(0)] +L " (w)ldu < [£(0)] +JO [ (w)] du = N(f),

1 1
et donc N(f) :J [f(t)] dt < J N/(f) dt = N'(f).
0 0

Ensuite en appliquant le résultat précédent a f’, on obtient

N’(f) = [f(0)[ + N(f") < [f(0)| + N'(f") = N"(f).

Finalement

Ve E, N(f) < N/(f) < N”(f).

Pour n € Net t € [0,1], on pose fn(t) =t".
1
N(fn) :J " dt =

T et donc la suite (f;)nen tend vers 0 dans 'espace vectoriel normé (E, N).
0 n

1
Par contre, pour n > 1, N/(f,,) = nJ' t" 1 dt =1 et la suite (fn)nen ne tend pas vers 0 dans Pespace vectoriel normé

0
(E,N’). On en déduit que

les normes N et N’ ne sont pas des normes équivalentes. I

n
De méme en utilisant f,,(t) = —, on montre que les normes N’ et N’ ne sont pas équivalentes.
n

Exercice n° 4

1) Soit det : #n(R) — R . On sait que Papplication d est continue sur .#,(R) (muni de n’importe quelle
M —  det(M)

norme) et que R* est un ouvert de R en tant que réunion de deux intervalles ouverts.

Par suite, GL,(R) = d~'(R*) est un ouvert de .#,(R) en tant qu'image réciproque d’un ouvert par une application

continue.

Soit A € #»(R). Le polynome det (A — XI,,) n’a qu'un nombre fini de racines (éventuellement nul). Donc pour p entier

1 1
naturel supérieur ou égal & un certain po, det (A — EI) = 0. La suite (A — —I) est une suite d’éléments de GL, (R),

P2Po
convergente, de limite A. Ceci montre que 'adhérence de GL,, (R) est .#;, (R) ou encore GL,,(R) est dense dans ., (R).

GL,(R) est un ouvert de .#»(R), dense dans ., (R).

2) Mn(R)\ GL,(R) est fermé en tant que complémentaire d’un ouvert.
Soit n > 2. Les matrices A, = pEq 1, p € N, sont non inversibles et la suite (A, )pen est non bornée.
Par suite .#, (R) \ GL,,(R) est non borné et donc non compact.

vn > 2, #+(R)\ GL,(R) est fermé mais non compact.

3) e Montrons que Op(R) est fermé. Posons g : #,(R) — (#n(R))? , h: (#n(R)? — .#n(R) puis
M = (M, *TM) (M,N) — MN
f: M(R) — A#n(R) desorte que f=hog.
M —  M'M
2

g est continue sur .4, (R) car linéaire sur un espace de dimension finie. h est continue sur (M, (R))< car bilinéaire sur un
espace de dimension finie. On en déduit que f =ho g est continue sur .#, (R).

Enfin O, (R) = f~'(I,) est fermé en tant qu’image réciproque d’un fermé par une application continue.

(© Jean-Louis Rouget, 2015. Tous droits réservés. 4 http ://www.maths-france.fr



e Montrons que Oy, (R) est borné. YA € O, (R), ¥(i,j) € [1,n]?, lai;l < 1 et donc YA € On(R), [|[Ale < 1.

D’aprés le théoréme de BOREL-Lebesgue, puisque O, (R) est un fermé borné de I’espace de dimension finie ./, (R), O, (R)
est un compact de . (R).

On(R) n’est pas convexe. En effet, les deux matrices I,, et —I,, sont orthogonales mais le milieu du segment joignant ces
deux matrices est 0 qui n’est pas une matrice orthogonale.

O (R) est compact mais non convexe.

4) S;,(R) est un sous espace vectoriel de I'espace de dimension finie .#;, (R) et est donc un fermé de ., (R).

Sh(R) est fermeé.

5) Soit A € #n(R) et p un élément fixé de [1,n — 1] (le résultat est clair sip =0 ou p =n).

A est de rang inférieur ou égal & p si et seulement si tous ses mineurs de format p + 1 sont nuls.

Soient I et ] deux sous-ensembles donnés de [1,n] de cardinal p 41 et Ajj la matrice extraite de A de format p + 1 dont
les numéros de lignes sont dans I et les numéros de colonnes sont dans J.

Pour I et ] donnés, 'application A — Ay est continue car linéaire de .#,(R) dans .#,1(R). Par suite, I'application
fr,; © A — det(Ar)) est continue sur .#,(R). L’ensemble des matrices A telles que det(Ayj) = 0 est donc un fermé de
Mn (R) (image réciproque du fermé {0} de R par I'application continue f ) et ensemble des matrices de rang inférieur
ou égal & p est un fermé de My (R) en tant qu’intersection de fermés.

6) Soit A € #,(C). Posons Sp(A) = (Ai)i<ign. On sait que toute matrice est triangulable dans C et donc il existe
P € GL,(C) et T € Z,(C) avec Vi € [1,n], ti,i = A; telle que A = PTP~ 1.

On munit dorénavant .#,(C) d’'une norme multiplicative notée || ||. Puisque toutes les normes sont équivalentes en
dimension finie, il existe un réel strictement positif K telle que pour toute matrice M, ||[M|| < K||M||co-

Soit ¢ > 0. Il existe un n-uplet de réels (e1,...,en) tels que Vk € [1,n], 0 < e < et les Ak + ex sont deux

&
KPP
£

0, W { tel que Ay + €2 # A1 + €1 ce qui est possible puisque

a deux distincts. (On prend ¢; = 0 puis €, dans {

£

0, W tel que Az + €3 soit différent de A7 + €7 et Az 4+ €2 ce qui est

€
0 7[ est infini puis €3 dans {
[ "K[[P[[[PT]

possible puisque [0 est infini ...)

13
KPP
On pose D = diag(ei)1<icn puis T' =T+ D et enfin A’ = PT’P~!. Tout d’abord les valeurs propres de A’ sont deux a
deux distinctes (ce sont les Ay + &4, 1 <1< n) et donc A’ est diagonalisable. Ensuite

IA"= Al = PDP=1[ < [PIIIDIIPI < K[IP[[P~ D] < e

En résumé, VA € #,(C), Ve >0, A’ € 41 (C)/ ||[A’ — A|| < € et A’ diagonalisable. On a montré que

I’ensemble des matrices complexes diagonalisables dans C est dense dans ., (C).

On ne peut remplacer .#y (C) par .#x(R).

. 0 -1 a ¢
SmentA:<] 0 )eth(b d)EJ//z(R).

XA—»—E:‘ _Xb—_a1 ;(Cj(; ’=X2—(a+d)X+(ad—bc)+(b—c)+1.
Le discriminant de xa ¢ est A = (a + d)? —4(ad — bc) — 4(b — ¢) — 4. Supposons de plus que ||E||o < % Alors
A*(a+d)2—4(ad—bc)—4(b—c)—4<1+4 l—i—l +4 l+l —4*—§<0
N T4 16 16 4 4 4 '

1
Par suite, aucune des matrices A + E avec [|E||o < 7 n’a de valeurs propres réelles et donc aucune de ces matrices

n’est diagonalisable dans R. On a montré que ’ensemble des matrices réelles diagonalisables dans R n’est pas dense dans

M (R).
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7) Notons .7 I'ensemble des matrices stochastiques.

e Vérifions que .7 est borné. Soit A = (aij)1<i,j<n € - ¥(1,j) € [1,n]?, 0 < aij; < 1 et donc ||Aljoo < 1. Ainsi, VA € .7,
[[Allco <1 et donc .7 est borné.

e Vérifions que & est fermé.

Soit (i,j) € [1,n]?. L’ application fij @ A +— ai;j est continue sur .#,(R) a valeurs dans R car linéaire sur .#»(R)
qui est de dimension finie. [0, +oo[ est un fermé de R car son complémentaire ] — oo, 0[ est un ouvert de R. Par suite,
{A = (ax,)1<r1en/ aij = 0F = f:; ([0, +00[) est un fermé de .#,(R) en tant qu’image réciproque d’'un fermé par une
application continue.

n
Soit 1 € [1,n]. L’ application g; : A — Z ay,j est continue sur .#, (R) a valeurs dans R car linéaire sur .#, (R) qui est
j=1

n

de dimension finie. Le singleton {1} est un fermé de R. Par suite, ¢ A = (ax,1)i<k,1<n/ Z apj=1p = 9{1 ({1}) est un
j=1

fermé de .#,, (R) en tant qu'image réciproque d’un fermé par une application continue.

= m 1“1__J1 ([0, 4+oc[) | N (m 91_1 ({1})) est donc un fermé de .#, (R) en tant qu’intersection de fermé de .#;, (R).
3] i

En résumé, . est un fermé borné de l'espace .4y (R) qui est de dimension finie et donc . est un compact de .#, (R)

d’aprés le théoréme de BOREL-LEBESGUE.

e Vérifions que .7 est convexe. Soient (A,B) € ()2 et A € [0, 1]. D une part, ¥(i,j) € [1,n]?, (1 —A)ai,j +Abi; >0 et
d’autre part, pour i € [1,1]

M

Il
-

n n
(1=Nai; +Abi) =(1=A) Y aij+A) bij=(0—-A+A=1,
j j=1 j=1

ce qui montre que (1 —A)A +AB € .. On a montré que Y(A,B) € .72, VA € [0,1], (1 —A)A + AB € . et donc .7 est

convexe.

L’ensemble des matrices stochastiques est un compact convexe de .#;, (R).

(R et

8) Soient A et B deux matrices réelles diagonalisables. Soient vy : [0, 1] M
(T—t) A+t0=(1—1A

t
v2 @ [0,1 — A (R) .Soit enfin vy : [0,1] — Mn(R)

t — tB 1
vi(2t) sit € [O, z]

—
—

Y22t —1)site B,]}

Y1 est un chemin continu joignant la matrice A a la matrice nulle et v, est un chemin continu joignant la matrice nulle & la
matrice B. Donc y est un chemin continu joignant la matrice A a la matrice B. De plus, pour tout réel t € [0, 1], la matrice
v1(t) = (1 —t)A est diagonalisable (par exemple, si A = Pdiag(Ai)1<i<nP ' alors (1 —t)A = Pdiag((1 — t)Ai)1<i<n P~ ")
et de méme, pour tout réel t € [0,1], la matrice y2(t) = tB est diagonalisable. Finalement y est un chemin continu
joignant les deux matrices A et B diagonalisables dans R, contenu dans l’ensemble des matrices diagonalisables dans R.

On a montré que
I’ensemble des matrices diagonalisables dans R est connexe par arcs. I

Exercice n° 5
1ére solution. Montrons qu’entre deux réels distincts, il existe un rationnel.

1
Soient x et y deux réels tels que x < y. Soient d =y — x puis n un entier naturel non nul tel que o < d (par exemple,

1 k+1
n=E (E) +1). Soient enfin k = E(nx) et r = * . T est un rationnel et de plus

k+1 1 1
nx<_+ :rgmH_ =x+—-—<x+d=vy.
n n n n
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En résumé, V(x,y) € R?, (x <y = Ir € Q/ x <1 < y). Ceci montre que Q est dense dans R.

2éme solution. On sait que tout réel est limite d’une suite de décimaux et en particulier tout réel est limite d’une suite

de rationnels. Donc QQ est dense dans R.

Q et R\ Q sont denses dans R. I

o

1) Soit A une partie de E. A est fermé et donc ﬁ = A. A est ouvert et donc A = A.

Exercice n° 6

2) Soient A et B deux parties de E telles que A C B. Si A = @ (resp. A = @), alors A C B (resp. A C B). Sinon,
e Pour tout x € E, x € A = VYV € #(x), VHA#®:>VV€7/( )y VﬂB#@z}xEB Donc A C B.

ePourtout x e E,x e A=A € ¥ (x)=Be¥(x ):>XEB DoncACB
3) Soient A et B deux parties de E.

A UB est une partie fermée de E contenant A UB. Donc AUB C A UB (puisque A UB est le plus petit fermé de E au

sens de I'inclusion contenant A U B). _ B o
Réciproquement, ACAUBet BCAUB=ACAUBetBCAUB=AUBCAUB.
Finalement AUB = A UB.

o o

A N B est un ouvert contenu dans A N B et donc AﬂB C AﬂB
Remproquement AﬂBCAetAﬂBCB:}AﬁBCAet AﬁBCBéAﬂBCAﬁB

Finalement, A ﬂ B= A N B.

4) ANB est un fermé contenant A N B et donc ANB C ANB.

On n’a pas nécessairement I’égalité. Si A = [0, 1[ et B =]1,2], ANB = @ puis AN B = @ mais ANB = [0, 1]N[1,2] = {1} # @.

A U B est un ouvert contenu dans A UB et donc AUB C A UB.

On n'a pas nécessairement Uégalité. Si A = [0,1] et B = [1, 2], AUB = [0,2] puis A U B =10, 2[ mais AUB =10, 1{U]1, 2[-40, 2[

5) Soient A et B deux parties de E. Soit x € E.

x € A\B & A\ B € ¥(x) & 3% boule ouverte de centre x telle que Z C A\ B

& 39 boule ouverte de centre x telle que Z C Aet ZC “B& A€ ¥ (x)et °B e ¥(x)

(o)

SxcAetxc(‘B)excAetxc(B)excAN(B)&xeA\B.

Donc A\ B = A\ B.

o

o O

o o
o ° )

6) Soit A une partie de E. ACA#ACA AD’autrepartACAéA A C éAC

o
[e] (o) [e] (o) (o)

ACA=A= ACA DautrepartACA:>A CA=A= A CA. Finalement, A = A.

[e]

o

Exercice n° 7

L’exercice n° 6 montre que ’'on ne peut pas faire mieux.

SmtA. ([0, 1uI1, 2]) U{3tU (Q N [4,5]).
oé]OH] 2[.
-§=MH
gﬂOH
e A=1[0,2]U{3}U[4,5]
i]oz[] 51
A =1[0,2]U[4,5].

Les 7 ensembles considérés sont deux a deux distincts.
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Exercice n° 8

1
Soit f € E. Pour n € N*| soit g, 'application définie par Vx € [0, 1], gn(x) = f(x) + — x5/

2

|
Chaque fonction g, est continue sur [0, 1] mais non dérivable en 5 ou encore vn € N*, g, € E\ D. De plus, yn € N*

1
[If —gnlleo = 7 On en déduit que la suite (gn)n>1 tend vers f dans Pespace vectoriel normé (E, || ||oo)-

f est donc limite d’une suite d’éléments de °D et donc est dans I’adhérence de ¢D. Ceci montre que D = E ou encore

C<D>—EouenﬁnD—®.

[e]
Enfin, puisque P C D, on a aussi P = @.
Exercice n° 9

1) Soit x € E. {|[x — a]|, a € A} est une partie non vide et minorée (par 0) de R. {||x — al|, a € A} admet donc une borne
inférieure dans R. On en déduit I'existence de da (x).

2) a) Soit A une partie fermée et non vide de E. Soit x € E.

e Supposons que x € A. Alors 0 < f(x) = Inf{||x — af|, a € A} < |[x —x|| =0 et donc da(x) = 0.

e Supposons que da(x) = 0. Par définition d’une borne inférieure, Ve >0 Ja. € A/ ||[x — a¢|| < €.

Soit V un voisinage de x. V contient une boule ouverte de centre x et de rayon ¢ > 0 puis d’apreés ce qui précede, V contient
un élément de A. Finalement, YV € ¥ (x), VN A # @ et donc x € A = A.

Si A est fermée, Vx € E, (da(x) =0& x € A).

1
b) Posons d = da (x). Pour chaque entier naturel n, il existe an € A tel que d < [[x —an| < d+ —.
n
1
La suite (an)nen est bornée. En effet, Vn € N* ||an|| < ||an — x|+ [|x]| < d+ s || <d+ (x| +1.

Puisque E est de dimension finie, d’apreés le théoréme de BOLZANO-WEIERSTRASS, on peut extraire de la suite (an)n>1
une suite (agpn))n>1 convergeant vers un certain élément a de E.
Ensuite, puisque A est fermée, on en déduit que a € A. Puis, comme

1
neNd<|x—a <d+ —,
<lx = gl < 4+ =
et puisque @(n) tend vers l'infini quand n tend vers 400, on obtient quand n tend vers I'infini, d = lim |[x — aym)]|-

n—+oo
Maintenant on sait que 'application y — ||y|| est continue sur espace normé (E, || ||) et donc

lim [|x — agm)|| = =|x—al.

x— lim a
n—-+oo @(n)

n—-+oo

On a montré qu’il existe a € A tel que da(x) = ||x — a].

3) Soit x € E.
Puisque A C A, dx(x) est un minorant de {|x—al|, a € A}. Comme da (x) est le plus grand des minorants de {|[x—a, a €
A}, on a donc dx(x) < da(x).

Soit alors € > 0. Il existe y € A tel que ||x —y]|| < d(x,A) + % et puis il existe a € A tel que [|ly —al| < % On en déduit
que

£ £
E—FE—dK

Ainsi, Ve > 0, da(x) < dx(x) 4+ €. Quand ¢ tend vers 0, on obtient da (x) < dx(x).

dalx) < lx—al <lx =yl +lly —af < dxlx) + (x) +e.

Finalement

Vx € E, da(x) = dx(x).

4) Montrons que I'application da est lipschitzienne. Soit (x,y) € EZ.

Soit a € A. da(x) < | x—a|| < [[x—y| +|ly — a||. Donc, Va € A, da(x) — [|x —yl|| < |y — a]| ou encore da (x) — ||x — y]|
est un minorant de {||y — a|l, a € A}. Puisque da(y) est le plus grand des minorants de {||y — a||, a € A}, on a donc
dnlx) — [ —yll < daly).

En résumé, V(x,y) € E2, da(x) —da(y) < [[x —1y].
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En échangeant les roles de x et y, on obtient V(x,y) € E2, da(y) — da(x) < |[[x —y|| et finalement
Y(x%,y) € B2, [da(x) —da(y)l < lx—y.

Ainsi Papplication da : (E,|||) — (R,|]) est 1-lipschitzienne et en particulier da est continue sur I’espace vectoriel
X —  da(x)
normé (E, | ||)-

5) Soient A et B deux parties fermées et non vides de E telles que dy = dg.
Soit a € A. dg(a) = da(a) =0 (d’aprés 2)) et donc a € B (d’aprés 2)). Ainsi A C B puis, par symétrie des roles, B C A
et finalement A = B.

6) (A n’est pas un sous espace vectoriel de E.)
1 1

f(t) dt < J f(t)] dt < ||f]loo. Ainsi, Vf € A, ||f[joo > 1 et donc da(0) > 1.

SoitfeAJgJ
0

0

(m+T)xsix e O,l}
Pour n € N* et x € [0, 1], on pose fn(x) = 1 [] n

|
T

1/n 1

Pour chaque entier naturel non nul n, la fonction f;, est continue sur [0, 1] et

J]f(x)dx] 1+] +1—] 1+] —1+1—] >1
0 - 2n n n n/ 2n M2~

1
Dong, la suite (fn)n>1 est une suite d’éléments de A. On en déduit que ¥n € N*, da (0) < ||[fnllec =1+ o

1
En résumé, Vn e N*, 1 < da(0) <1+ - et finalement

da(0)=1T.

Remarque. A est fermée mais la distance & A n’est malgré tout pas atteinte. En effet

e Soit (f1)nen est une suite d’éléments de A convergeant dans l'espace vectoriel normé (E, || ||oo) vers un certain élément
f de E. La suite de fonctions (f;,)nen converge uniformément vers f sur [0, 1] et donc d’une part, f(0) = HIE f(0) =0
n—+oo

1 1 1
f(x) dx = J lim fn(x)dx= lim J fn(x) dx > 1. Donc f € A et on a montré que A est fermée.

0 n—-+oo n—-+oo 0

et d’autre part J

0

1 1

f(x) dx < ||f|loc = 1 fournit J f(x) dx =

e Supposons qu'il existe f € A telle que ||f|c = 1. Alors 'encadrement 1 < J
0

0
1

[[fllco =1 puis | (||f]jco — f(x)) dx =0 et donc ||f||cc —f = 0 (fonction continue positive d’intégrale nulle) ou encore f =1

ce qui contredit f(0) = 0. On ne peut donc pas trouver f € A tel que da (0) = d(0, f).

Exercice n° 10

1) Soit x € E. Puisque D est dense dans E, il existe une suite (dn)nen d’éléments de D convergeant vers x et puisque f
et g sont continues et coincident sur D et donc en chaque dq,

f(x)—f< lim dn> = lim f(dy)= lim g(dn)—g< lim dn) = g(x).

n—-+oo n—-+oo n—-+oo n—-+4oo
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On a montré que f = g.

2) Soit f € RE. On suppose que V(x,y) € R? f(x +y) = f(x) + f(y). Soit a = f(1).
e x =y = 0 fournit f(0) =0=a x 0.
e Soit n € N* et x € R. f(nx) = f(x+ ... + x) = f(x) + ... + f(x) = nf(x). Ceci reste vrai pour n = 0.

1
e En particulier x = 1 fournit pour tout entier naturel non nul n, f(n) = nf(1) = an puis x = — fournit

nf <l) =f(1) = a et donc f <l) _—
n n n
=a-—.

e Ensuite, V(p,q) € (N x N*)2, f <z> pf % q
e Soit x € R. L’égalité f(x) + f(—x) = f(0) = 0 fournit f(—x) = —f(x).

e En particulier, V(p, q) € (N*)?, f (—%) =—f (%) = —a%.

En résumé, si f est morphisme du groupe (R, +) dans lui-méme, Vr € Q, f(r) = ar ou a = f(1).

P

Si de plus f est continue sur R, les deux applications f : x — f(x) et g : x — ax sont continues sur R et coincident sur
Q@ qui est dense dans R. D’aprés le 1), f = g ou encore Vx € R, f(x) = ax ou a = f(1).

Réciproquement, toute application linéaire x — ax est en particulier un morphisme du groupe (R,+) dans lui-méme,
continu sur R.

Les morphismes continus du groupe (R, +) dans lui-méme sont les applications linéaires x — ax, a € R.

Exercice n° 11

Soit U = (Un)nen une suite bornée de lespace normé (E, || ||) ayant une unique valeur d’adhérence que l'on note {.
Montrons que la suite u converge vers {.

Supposons par ’absurde que la suite u ne converge pas vers {. Donc
Je>0/Vno e N, In=no/ [Jlun — L > ¢ ().

¢ est ainsi dorénavant fixeé.

En appliquant (x) a no = 0, il existe un rang @(0) > np = 0 tel que [[ugo) — | > ¢
Puis en prenant ng = @(0) +1, il existe un rang @(1) > @(0) tel que [[ug (g —BH > ¢ ... et on construit ainsi par récurrence
une suite extraite (Uep(n))nen telle que Vn € N, |[wgm) — €| > €.

Maintenant, la suite 1 est bornée et il en est de méme de la suite (1 (n)). Puisque E est de dimension finie, le théoréme de
BoLZANO-WEIERSTRASS permet d’affirmer qu’il existe une suite (y,(n ))nGN extraite de (1 (n)) et donc de u convergeant
vers un certain £’ € E. £’ est donc une valeur d’adhérence de la suite u. Mais quand n tend vers +oo dans l'inégalité
[ty (n) — €| = €, on obtient ||[£" —£|| > € et donc £ # £’. Ceci constitue une contradiction et donc u converge vers (.

Exercice n° 12

Pour « €]0, 7t[, posons f(«) = Sup|sin(no)| = Sup|sin(no)l.

nez neN
e Tout d’abord Vx €]0,7t[, Yn € N, |sin(n(mt — «))| = |sin(na)| et donc Vo €]0, 7], f(m — ) = ().
On en déduit que Inf f(a)= Inf f(x).

«€]0,mt[ (xe]o,%]
s V3 V3
-1(3) —S“p{O’T} =7

T
32

5)-%

Tt .
=— =1 (g) Par suite Inf f(a)= Inf f(c).

} f(o¢) > sin(e) > sin > womls womls]

e Ensuite, si x € [

. s 1 . T 27
e Soit alors o € }0, g} . Montrons qu’il existe un entier naturel non nul ng tel que nox € 33|

T T
Il existe un unique entier naturel ny tel que nj o < 3 < (7 + 1o asavoirn; =E ( )

3
. s 27 .
Mais alors, 3 <M +Na=nja+a< 3 + 353 et entier ng = nq + 1 convient.
Ceci montre que f(o) > sing = ? =f (g)

Finalement Vo €]0, 7t[, f(a) > (g) et donc ael]r(l)f [{Su;Z>| sin(ncx)I} = alé/][(i)n [{Su;Z>| sin(ncx)I} =T (g) = ?
7T ne 7T ne
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o5

Inf {Supl sin(no)| } =

x€]o,t[ | nez

Exercice n°13
Soit f une application uniformément continue sur R. Jox > 0/ V(x,y) € R?, (x —y| < o« = [f(x) — f(y)] < 1).
Soit x € R™ (le travail est analogue si x € R™).

Pour n e N

X X X
IX—noc\<oc(:>—oc<X—noc<oc<:>——1<n<—+1<:n:E(—).
X [0 8 [0 8

On pose ng =E (2)

If(x)] < f(x) —f(x — )|+ [f(x — &) — f(x —2a)| + ... + [f(x — (np — &) — f(x —nox)| + [f(x — noax) — £(0)| + [F(0)]
<no+ 1+ f(0)] (car [x —nooe — 0] < &)
<§+2+If(0)l.

Ainsi, Vx € R, |f(x)| < 2 + 2 4 [f(0)|. Par symétrie des calculs (ou en appliquant a la fonction x — f(—x)), Vx € R,

I£(x)] < %" £ 24 [£(0)] et done ¥x € R, [f(x)| < %' + 2+ [£(0).

f uniformément continue sur R = 3(a,b) € R?/ ¥x € R, [f(x) < alx|+ b.

Exercice n° 14

T U T
Posons Iy = [O, 5 [ puis pour n € N* [, = }—z + n, 5 +n7'[{ et enfin D = U In.
neN
Pour x € D, posons f(x) = tanx — x. La fonction f est dérivable sur D et pour x € D, f’(x) = tan® x. La fonction f est
ainsi strictement croissante sur chaque I,, et s’annule donc au plus une fois dans chaque I;.
f(0) = 0 et donc f s’annule exactement une fois dans Iy en xo = 0.

U + U -
Pour n € N*, f est continue sur I, et de plus f <(_§ + TL7T) > x f ((z + TL7T) > = —00 X +00 < 0. D’aprés le théoréme

des valeurs intermédiaires, f s’annule au moins une fois dans I,, et donc exactement une fois dans I, .

L’équation tanx = x admet donc dans chaque intervalle I,,, n € N, une et une seule solution notée x,,. De plus, Yn > 1,
T

f(nm) = —nm < 0 et donc x,, € }mt, 5 +Tl7t[.

T

Pourn>1,n7r<xn<m'[+2

et donc lim x, =400 puis X, ~ N7 et méme
n—-+oo n—-+o0

xn = nmu+0(1).

n—+

7 s
Ensuite, puisque x, —nm € }O, = [ et que xn = tan(xy,) = tan(x, — nm), xy — nw = Arctan(x,) — =. Donc
2 n—+oo 2

s
Xn o= nrm+ > +o(1).

s s
Posons yn = xn —nmw— 5 Alors d’aprés ce qui précéde, yn € }—z, O[ et Yn = o(1). De plus, I’égalité tan(xn) = xn
n—-+oo

. Tt Tt
fournit tan(nm+ 3 +yYn) =nm+ 3 + Yn ou encore
s
nm -+ > +Yn = —cotan(yn ).
. . 1 1 1
Puisque yn = o0of(1), on obtient nm ~ —— ouencorey, = ——+o0/(—|.Donc
n—-+oo n—+oo  Yp n—+oo N7 n
w1 (1 >
Xn = nn+—-——+0|(—]).
n—-+o0 2 n7w n
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s 1 N o 1 1 .
Posons z, =yn + — = xn —nmw— = + —. D’aprés ce qui précéde, tan (| — +z,, | = — et aussi
nrm nrm

1
nr 2 nrm+ T +zn
| 2 nm
Zn = O (—) On en déduit que
n—-+oo n
1 1 1 1 1 1 1 1
zn = — — Arctan = — —Arctan | — — +o|— = +o|—|.
nm T 1 n—+oo NIT nm 2mn? n2 n—+oo 27tN2 n2
N+ 5 — — +2zq
2 nm
Finalement

Exercice n° 15

z .
lére solution. Soit z € C. Posons z = x + iy ou (x,y) € R2 et 14 o= The® ot T, >0 et 0, €] —m, 7 de sorte que
zZ\" )
(1 + H) =1 einfn,

z
Puisque 1+ o tend vers 1 quand n tend vers +oco, pour n assez grand on a 1, > 0 et 0, € }——

T T
23 [ Mais alors pour n

assez grand

y

P \/(] + %)2 + (3—1)2 et 0, = Arctan H—Lﬁ
n

2 2 2 1
Maintenant, rJv = exp (% In ((1 + %) + (%) )) LT X (% In (1 + % +o0 (E))) T exp(x 4+ o(1)) et donc

1y tend vers e* quand n tend vers +oo.

.y 1
Ensuite n6,, = nArctan n = nArctan (% +o (E)) = y+o(1) et donc nB, tend vers y quand

n—+oo ]_,_ z n—+oo n—+oo
n tend vers +oo.

. zZ\" . .
Finalement, (1 + —) =1 e tend vers e* x etV = e
n

vVze C, lim (1 + %)n =e”.

n—-+4oo

2éme solution. Le résultat est connu quand z est réel. Soit z € C. Soit n € N*,

n) (n)
noox n n
z FANE 1 k " 1 k "
Y-+ ) =X e | sl
k=0 k=0 k=0
<n> :
1 —1 —k+1
Maintenant, Vke[[O,n]],E— TE‘ =4 ]_nX(nnx):ix ><>(<nn +1) > 0. Donc,
k

§ <n> §
n

1 k IZ\k IZ\“ 2l _ 2l _
= k! - nk n n—+oo € —¢ =0

n k n k
z Z\ ™
On en déduit que Z - (1 + —) tend vers 0 quand n tend vers +oco et puisque Z o tend vers e* quand n tend
! n
k=0 - k=0
vers +00, il en est de méme de (1 + —)
n
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